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ON THE FORMATION OF A COMPUTATIONAL MODEL OF FLEXIBLE GENTLY 
SLOPING SHELLS AND PLATES UNDER REPEATED ELASTOPLASTIC LOADING 
 
Abdusattarov A.,  
Tashkent Institute of Engineers of railways transport, Uzbekistan. 
Abdukadirov F. 
Tashkent Institute of Engineers of railways transport, Uzbekistan. 
 
In this article is given the geometric and physical relations for flexible gentle shells, suggests two forms of 
communication between the deformation of the middle layer and displacements, respectively, the equilibrium 
equations and the conditions for compatibility of deformation are derived. For a special case, the implementation 
algorithm and the results of calculating rectangular plates are presented. 
Key words: Flat shells, plate, deformation, displacements, equilibrium equations, algorithm, calculation. 
 
К формированию упругопластической расчетной модели гибких пологих оболочек и пластин при 
повторных нагружениях 
В статье приведены геометрические и физические соотношения для гибких пологих оболочек, 
предложены две формы связи между деформации срединного слоя и перемещений, соответственно 
выведены уравнения равновесия и условия совместимости деформации. Для частного случая приведены 
алгоритм реализации и результаты расчета прямоугольных пластин. 
Ключевые слова: Пологих оболочек, пластинка, деформация, перемещения, уравнения равновесия, 
алгоритм, расчет 
 
Введение. Развитие современной техники, 
промышленности, стройиндустрии и других 
отраслей реальной экономики обусловливает 
выполнения предпроектных расчетов 
тонкостенных конструкции и сооружений типа 
гибких пологих оболочек и пластин при 
упругопластических нагружениях с учетом 
повреждаемости. В этом направлении 
важнейшими задачами является разработка 
моделей деформирования, численных 
алгоритмах и метода расчета несущих 
элементов конструкций с улучшенными 
эксплуатационными характеристиками, а также 
исследование НДС в пределах и за пределами 
упругости при повторных нагружениях с 
учетом свойств циклического упрочнения-
разупрочнения и анизотропии, накопление 
повреждении и распространение трещин, 
приводящих к разрушению. Учет этих явлений 
позволяет более эффективно произвести расчет 
пологих оболочек и пластин на прочность и 
деформируемость. 
Существенный вклад на развитие теории и 
методов расчета, создания уточненных моделей 
оболочечных конструкций и пластин внесли 
А.А.Ильюшин, А.Я.Александров, Т.Буриев, 
В.З.Власов, Я.М.Григоренко, А.П.Гусенков, 
В.И.Королев, В.В.Москвитин, Э.И.Старовой-
тов, и др. 
При выполнении расчета несущих 
элементов конструкции за пределами 
упругости при переменных нагружениях 
используется теория малых 
упругопластический деформаций, 
сформулированнаяА.А.Ильюшиным-В.В.Моск-
витиным. Ими предложен эффективный метод 
решения краевых задач-метод упругих 
решений. Геометрическая нелинейная теория 
оболочек и пластин содержится в монографиях 
А.С.Вольмира, Х.М.Муштари и К.З.Галимова, 
Э.И.Григолюка, М.С.Корнишина и др. Также 
отметим обзорные статьи, связанные с учетом 
пластических свойств материалов оболочки 
А.Савчука, Ю.П.Лепика и В.Д.Клюшникова. 
В данной работе на основе теории малых 
упругопластических деформаций приведены 
основные соотношения для гибких оболочек и 
пластин при повторном нагружении. 
Принимается две формы связи деформации 
срединного слоя и перемещений. Для этих 
случаев соответственно выведены уравнения 
равновесия и условия совместности 
деформации, предлагаетсяметод 
последовательных приближений. 
Постановка задачи. Рассмотрим задачу о 
нагружении из естественного состояния 
прямоугольного в плане пологую оболочку 
толщиной h с определенными закреплениями 
по кромке. Выберем координатные оси x и 
yтаким образом, чтобы они совпадали с 
линиями кривизны срединной поверхности. 
Координату z будем отсчитывать по нормали к 
поверхности, считая z положительной по 
направлению к центру кривизны. 
Компоненты перемещений определяются по 
формулам [2]: 
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 (1) 
Согласно гипотезе Кирхгофа-Лява, 
деформации слоя, расположенного на 
расстоянии z от срединной поверхности, 
определяются следующим образом: 
 (2) 
где 
 
, ,  (3) 
Компоненты напряжений и деформаций в 
случае плоского напряженного состояния, 
связаны следующим образом [1]: 
 (4) 
причем 
  (5) 
Выражения для усилий и моментов, 
действующих на единицу длины элемента 
срединного слоя, имеют вид: 
, …, ,… (6) 
Усилия и моменты, согласно формулам (2), 
(4)-(6), связаны с компонентами деформаций и 
искривлениями срединного слоя следующими 
соотношениями: 
; 
; 
 (7) 
; 
; 
 (8) 
где 
, 
 
 (9) 
Выпишем уравнения равновесия элемента 
оболочки с учетом конечных прогибов [3] 
 (10) 
 (11) 
Кроме того, должно удовлетворяться и 
уравнение совместности деформаций 
 (12) 
Допустим, что данная задача при исходном 
нагружении решена. 
Пусть теперь в данной оболочке 
производится разгрузка и последующее 
повторное (знакопеременное) нагружение с 
интенсивностью нагрузки q”<0. Все величины, 
характеризующие повторное нагружение, 
будем отмечать двумя штрихами. Следуя [4] 
вводим разности: 
 (13) 
Согласно (2) и (13), для деформации
имеем: 
  (14) 
При этом принимается две формы связи 
деформаций срединного слоя и перемещений: 
а) ,  
,  
 (15) 
б) , 
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 (16) 
Согласно формулы (6), по аналогии 
определяем усилий и моментов при повторном 
нагружении: 
, ... , ,…, 
где 
,…,  
Усилия и моменты связаны с компонентами 
деформации и искривлениями срединного слоя 
следующими соотношениями: 
, 
, 
 ; (17) 
 
 
 (18) 
Здесь 
 
 (19) 
С учетом последнего для величин 
 в случаях а) и б) 
соответственно, получим следующие 
уравнения равновесия и условия совместности 
деформаций: 
 (20) 
(21) 
 
(22) 
Введем функцию напряжений по формулам 
[2]: 
 (23) 
Теперь подставим выражение моментов и 
деформации срединного слоя из (17), (18) в 
уравнение равновесия (20), (21) и условие 
совместности (22), с учетом функции 
напряжений по (23), приходим к следующим 
двум уравнениям: 
 
 (24) 
 
  (25) 
где 
 
 
  (26) 
Заметим, что в случае а) , а в случае б) 
определяется по (26). 
Зависимости (24) и (25) является основными 
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уравнениями упруго-пластических оболочек и 
пластин конечного прогиба при повторных 
нагружениях. В этих уравнениях 
единственными неизвестными являются прогиб 
 и функция напряжения . Отметим, что 
полученные уравнения равновесия и условия 
совместности деформаций при повторном 
нагружении отличаются от соответствующих 
уравнений исходного нагружения (11) и (12) 
дополнительной силой , которая входит в 
уравнение равновесия для обоих случаев а) и 
б), и дополнительной «гауссовской кривизной»
в уравнении совместности для случая б). 
Для решения краевых задач используется 
метод последовательных приближений. За 
первое приближение примем . Для 
определения первого приближения и 
имеем уравнения (24) и (25) аналогичные 
исходной задаче, с заменой  и
. По найденным и  
определяются все расчетные величины и и 
. Для любого к -го приближения 
аналогичном образом строятся 
последовательных приближений. 
К приведенным уравнениям необходимо 
присоединить соответствующие граничные 
условия.Таким же образом исследуется данная 
задача при много кратном нагружении. 
Рассмотрим, некоторых частных случаев, 
вытекающих из уравнений (24), (25) гибких 
упругопластических пологих оболочек: 
1. Круговая цилиндрическая оболочка 
большого прогиба. В этом случая в 
уравнениях (24) и (25) следует положить
 ;  . 
2. В уравнениях (24) и (25), если 
, то получим уравнение 
упругопластических пластин при больших 
прогибах. 
3. Упругопластических изгиб пластин 
при малых прогибах (в этом случая 
; ; .) Из (24) 
получим уравнения равновесия в текущих 
координатах [5]: 
 
 
 
 
 
  (27)
 
Дифференциальные уравнения (27) 
решаются при граничных условиях. 
  (28)
 
Для решения краевых задач (27) и (28) 
применяем метод Бубнова-Галеркина [5]. 
Согласно этому методу искомую функцию 
прогиба берем в виде ряда 
  (29) 
где -неизвестные коэффициенты, φi(х,у) 
- заданные координатные функции, 
удовлетворяющие граничные условия (29), n-
количество сохраняемых слагаемых в 
разложении прогиба. 
Подставляя (29) в (27) и группируя 
слагаемые полученного уравнения, имеем: 
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 (30) 
 
 
Теперь уравнение (30) умножим на φi и 
произведем дважды интегрирование по частям. 
Затем, учитывая краевые условия, получим: 
 
 
 
 
 (31) 
где  
 
Введем следующие обозначения: 
 
 
 
При линейной аппроксимации диаграммы 
циклического деформирования 
подинтегральная функция определяется 
по формуле (19), а учет накопления 
повреждений определяется из 
кинетическихуравнений [4]: 
  (32) 
при условии где N-число 
полуциклов до наступления предельного 
состояния (разрушения). Если из 
уравнения (32) получается модель Качанова-
Работнова, если то получается модель 
Шестрикова. 
С учетом вышеприведенных обозначений из 
(31) получим 
  (33) 
Таким образом, вектор неизвестных 
коэффициентов определяется из системы 
нелинейных алгебраических уравнении (33). 
Определив значение прогиба, вычисляются 
значения деформации, напряжений и моментов 
при k-ом нагружении и разгружений. 
На основе вышеописанного алгоритма в 
качестве примера приведем результаты расчета 
тонких прямоугольных плит с учетом 
упругопластических свойств материала при 
переменном нагружении по обобщенному 
принципу Мазинга и повреждаемости [6-7]. 
Расчет выполнен при , , , 
, , , , 
значениях.В таблице приведены 
для сравнения значения расчетных величин в 
центре защемленной прямоугольной 
пластинки. 
Зависимость масштабного коэффициента от 
номера полуцикла принимались в виде: 
где . 
Материальные константы кинетического 
уравнения повреждаемости: 
. 
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96) 
k αk ω
(k)  103 W(k) 
1 
2 
4 
5 
9 
10 
19 
20 
1 
2.08 
2.19 
2.22 
2.29 
2.30 
2.38 
2.39 
10 
14 
12 
11 
11 
15 
14 
13 
0,41286 
0,41789 
0,40637 
0,39736 
0,37987 
0,39304 
0,36384 
0,36385 
0 
0,0528 
0,1058 
0,2133 
0,4339 
0,4902 
0,8371 
1,0779 
1.49092 
-1.42752 
-1.40338 
1.42929 
1.41411 
-1.37922 
1.39798 
-1.36459 
1.97336 
-2.10930 
-2.18059 
2.14306 
2.20163 
-2.27207 
2.27640 
-2.34153 
Сравнивая значения расчетных величин в 
центре пластинки, заметим, что с увеличением 
повреждаемости, постепенно уменьшается 
значения функции пластичности ω(k) т.е. зона 
пластичности, а прогибы пластинки от цикла к 
циклу становится меньше из-за упрочнения 
материала В-96. Разница величин W(k),  и 
ω(k) при и составляет 8.47%, 18.65%, 
11.87%. 
Выводы.Приведены основные соотношения 
для гибких оболочек и пластин при повторном 
нагружении. Принимались две формы связи 
деформации срединного слоя и перемещений. 
Для этих случаев соответственно выведены 
уравнения равновесия и условия совместности 
деформации. Для малых деформаций с 
использованием диаграмм циклического 
деформирования в текущих координатах 
приведены алгоритм реализации и результаты 
расчета тонких пластинок. 
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